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Die Binomialverteilung und ihr mathematisches

Umfeld

Stefan Go6tz
Universitit Wien und Akademisches Gymnasium Wien

Zusammenfassung

In dieser Arbeit soll die Binomialverteilung (als wichtiges Beispiel ei-
ner diskreten Verteilung) mit Methoden der Analysis niher untersucht
werden. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung liefert dabei die Ausgangspro-
bleme, die Analysis wird hier ihrem Werkzeugcharakter bei der Losung
derselben gerecht. Die Interpretation der Losungen iibernimmt wieder
die Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Im Detail wird das Bernoullische Gesetz der grofien Zahlen aus ei-
ner konkreten Fragestellung hergeleitet und mit der Tschebyscheft-Un-
gleichung verglichen, verschiedene Methoden zur Berechnung des Erwar-
tungswertes und der Varianz werden vorgestellt. Beide Momente wer-
den erst entsprechend motiviert. Weiters werden yverwandte“ Verteilun-
gen wie die Hypergeometrische und die Poisson-Verteilung besprochen
(ausgehend von einer wahrscheinlichkeitstheoretischen bzw. analytischen
Problemstellung, welche die entsprechenden Herleitungen implizieren),
schlieBlich wird die Verteilung der Summe von zwei binomialverteilten
Zufallsvariablen berechnet.

Wird die Wahrscheinlichkeitsrechnung in dieser Art und Weise als ein
Teilgebiet der Mathematik betrachtet, welches analytisch untersucht wer-
den kaan, so figt sie sich harmonisch in das Gebdude der Schulmathematik
ein. Zugleich gewinnt die Analysis ein schones Anwendungsgebiet.

Grundlegende Definitionen

DEFINITION (nach Kolmogoroff): Sei P eine Funktion von Q — R, wobei § ein
System von Ereignissen darstellt. P heift Wahrscheinlichkeit, wenn gilt:

() 0<PA) <1 YACQ.

(1) P(Q) = 1.
(1) P(AU B) = P(A)+ P(B) fir AnB =0 (4,8 CQ).
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Abbildung 1: Verteilung der Wahrscheinlichkeiten — Verteilungsfunktion

DEFINITION: Eine auf Q definierte reellwertige Funktion X hei}t Zufallsvariable
(ZV) oder Zufallsgrifle, wenn sie folgende Eigenschaften besitzt:

Fiir jedes z € R und jedes reelle Intervall (a,b], a < b (a = —~oo ist auch
moglich!), besitzen die Ereignisse

Ar = {w € QX (w) = 2} und A = {w € Qla < X(w) < b}

Wahrscheinlichkeiten.
Statt P(A;) schreiben wir P(X = z) und P(a < X < b) statt P(As)-
Unter ithrem Wertebereich verstehen wir die Menge

{zr € R|Fw € Q mit X(w) =z} .

DEFINITION: Eine ZV X heifit diskret, wenn ihr Wertebereich abzahlbar ist (das
heiflt insbesondere, wenn er endlich ist).

DEFINITION: Zwel diskrete ZV X (Wertebereich Wx) und Y (Wertebereich
Wy) heiflen stochastisch unabhdngig, wenn

P(X =z,Y =yj) = P(X =) - P(Y = y;)

fiir alle Wertepaare (z;,y;) mit z; € Wx und y; € Wy gilt.

Die folgenden beiden Definitionen dienen der Charakterisierung von (diskreten)
ZV:

DEFINITION: Fiir eine diskrete ZV X mit dem Wertebereich {zy,z3,...} ist die
Verteilung der Wahrscheinlichkeiten gegeben durch den Wahrscheinlichkeitsvek-
tor

(p1,p2,.-.), wobei p; = PX=z) (i=12,..)
ist. Bsist ), pi = L.
DEFINITION: Sei X eine beliebige ZV. Die Funktion # : R — R mit

F(z) = P(X < z).

ist die Vertetlungsfunktion von X.

Beispiel 0: Es werde mit einem idealen Wirfel gewiirfelt, die ZV X beschreibe
die geworfene Augenzahl. Wie sieht die Verteilung der Wahrscheinlichkeiten
und die Verteilungsfunktion aus?

Lésung: Der Wertebereich ist {1,2,3,4,5,6}. — Siehe Abbildung 1! ¢
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Ausgangsproblem

Ein Zufallsexperiment habe nur zwei Ausginge: Das Ereignis A tritt ein (mit
der Wahrscheinlichkeit p) oder nicht (mit der Wahrscheinlichkeit 1 — p) (dicho-
tomes Merkmal). Dieses Zufallsexperiment werde n-mal wiederholt, wobei der
Ausgang des i-ten Experiments nicht von den Ausgidngen der vorangegangenen
beeinfluBt wird und auch die nachfolgenden nicht beeinflut (: = 1,...,n). (Die
Ereignisse seien also paarweise unabhdngig.) Insgesamt handelt es sich um ein
sogenanntes Bernoulli- Ezperiment.

Man interessiert sich nun fiir die Wahrscheinlichkeit, daB A k-mal (0 < k < n)
cintritt. Die ZV X zihle, wie oft A eintritt, dann gilt:

P(X=k)= (2) pFe(1=p)" 7" .

7Zu den einzelnen Faktoren:

s p*: A tritt k-mal ein.
s (1- p)"~*: (n — k)-mal tritt A nicht ein.

. (:) Anzahl der gleichwahrscheinlichen Mdéglichkeiten, die k tatsachlichen
Eintritte von A auf die n Durchfiihrungen des Experiments aufzuteilen:
Kombination ohne Wiederholung. (Suche aus n Plitzen 1,2,...,n k aus.)

Man sagt: ,X ist binomialverteilt mit den Parametern n und p.“

Beispiel 1: In ciner Kugellageranfertigung sind 90% der hergestellten Kugeln 1.
Qualitdt, der Rest 2. Qualitdt. Wie viele Kugeln missen mindestens hergestellt
werden, damit die Wahrscheinlichkeit, daf darunter wenigstens eine Kugel von
2. Qualitit ist, mindestens 0,5 betrdgt?

Lésung: Sei X die ZV, welche die Kugeln 2. Qualitit unter den n hergestellten
zahlt. Dann ist X binomialverteilt mit den Parametern n und 0,1. Wir fordern

P(X >1)>0,5, woraus wir
1-P(X=0)>0,5 und P(X =0)<0,5 erhalten.

Einsetzen liefert schlieBlich das Gewiinschte:

(g) .0,1°.0,9™ < 0,5 <= 0,9" < 0,5

In0,9" < 1n0,5 (In ist streng monoton wachsend!)
n-1n0,9 <1In0,5
s In0,5 _
= In0,9

Es miissen also wenigstens sieben Stiick erzeugt werden. ¢

6,5... (In0,9<01
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Beispiel 2: Zwer Kleinbusse miissen insgesami zehn Personen von A nach B
transporticren. Jede Person besteige unabhingig von den anderen mit p = %
cinen der beiden Dusse. Wie viele Sitzpldtze muf§ jeder der beiden Busse min-
destens haben, wenn die Wahrscheinlichkeil dafur, daf alle Personen cinen Sitz-

plaiz erhalten, mindestens gleich 0,95 sein soll?

Lésung: Die ZV X beschreibe die Anzahl der Personen im ersten Bus, X,
analog fiir den zweiten. Dann sind sowohl X als auch X3 binomialverteilt mit
den Parametern n = 10 und p = %
s soll nun

P(Xl S C,Xg S_ C) _>_ 0,95

gelten, wobei ¢ die gesuchte Mindestanzahl ist.
Wir schlieflen
Xo<ce<=10-X, <c<=X;210-c¢

und sehen, daB8 X, und X, hochgradig abhdngig voneinander sind!

Wir fordern also
P10—c< X1 <¢)>0,9.

Linsetzen ergibt

: 10 RS A 1 - 10
. pu— . —_ ey > =4 H 1
E ( ; ) (2) (2> = 210 E ( i ) O, 90 und schliefilich

i=10-c¢ 1=10—c

[
> ('12,0) > 972,8 .

i=10—-c¢

Diese (Un)gleichung losen wir durch Probieren: Fiir ¢ = 7 betragt die Summe
912 < 972,8; fiir ¢ = 8 dagegen wichst die Summe auf 1002 > 972,8. — Jeder
Bus mulB wenigstens acht Platze bieten. O

1. Frage: Ist dadurch wirklich eine Verteilung

Dazu millte vor allem gelten: z P(X=k)=1.
k

fei uns ergibt sich daraus

n

z(:)'pk'(l“p)“““:[p+(1-—p)]“=1"-_«1,

k=0

worin der Binomische Lehrsatz zur Anwendung gekommen ist, was auch den
Namen der Verteilung klirt.
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Die zugehorige Verteilungsfunktion lautet:

S - (1=-p)"* 0<z<n,
Flz)=P(X <z)=11 z>n,
0 r<Q.

([z] bezeichnet dabei die nachst kleinere ganze Zahl zu z € R\ Z bzw. z fir
z € Z — GauB-Klammer.)

Sie erfullt

» Monotonie,
o limyoo F(z) =1, limz o F(z) = 0 und

» Fist rechtsseitig stetig: limp\ o F(z + h) = F(z).

2. Frage: Woher bekomme ich das p?

Antwort: aus der relativen Hdufigkeit R, = —if- (ebenfalls eine ZV!).

Rechifertigung (innerhalb des Modells):
Es ist

P(X:k)=P<£=R"=£>=<n>'P’°'(1—P)"—k 0<k<n.

n n k
Wir betrachten (¢ > 0 beliebig, aber fest)
P(|Rn~p|>€)=P(Ra<p—¢€)+ PRy, >p+e) .
Daraus folgt
P(|Rn—p|>€) =P X <n-(p-¢€)]+P[X>n-(p+e)] =
= Y PX=k+ Y PX=k).

k<n-(p—¢) k>n-(p+e)

Es 1st

k<n-(p—¢)=np—ne bzw. k>n-(p+e)=np+ne

ne<np—k k—np>ne

n2e? < (np — k)? (k — np)® > n2e?
woraus in beiden Fillen

(k =np)*
52 >1

folgt.
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Wir erhalten die Abschitzung P(|R, —p| > €) <

< 3 E=n2) pix = k) + > (—’-“-;-’l’f-fa(xzk),

k<n-(p—¢) k>n-(p+e)

woraus wir
n n
n’e?  P(|R,—p| >€) < Y (k—np)*- <k> p*-(1-p)""
k=0

ableiten. Wir zerlegen den letzten Ausdruck in drei Summen:

2 n n—
=3k () e
Sg=2np2k(> (1=p)""" und
n n—
zpz'Z(k>'p"'(1—p) *=np?.
k=0

I'iir die Berechnung von S3 bendtigen wir

£ (Z) =k k!~(:!—lc)! = (/c-(lg!-v-(ln)!—lc)! - CZ:D '

Damit ist mit ¢ =1 —p

Sy = 2np - Zn (n-—l) p* gtk =
o n_ | |

ﬂ2n2p-z< ; ).pJ'*'l-q"'_J—l:
J

Z0

S3

I

*p* - (T;) P =t p+ (L= p)]" = 207

I

)

S
=3

i=0

5y =7 — Dazu: k2 = k- (k — 1) + k (TRICK!). Eingesetzt ergibt sich fiir .5

i "*"(k—l)-C:) (lmp)""+zk <> Pt (1-p)""".

=1 -

P

il o
~

S (T CET ::"'(n“l)‘(::J =np (siehe S3!)
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Es folgt

S =n'(n—1)-p2.i<z—§).pk-z,qn—k+np=
=n'(n—1)-p2'Z( ;
n-(n—-l)'pz-iCT.I)-

(

0
= (n=1)p" p+

Il

Insgesamt ergibt sich

n?¢?. P(|R, —p|l>¢)<n-(n-— 1) - p* + np — 2n%p? + n?p® =
= n?p? —np’ +np—n’p’ =np-(1-p),
woraus sich

p-(1-p)

P(|Rn—p|>¢€) < 3

ableiten 1af3t.
Wegen p- (1 —p) < 5 Vp €[0,1] ist

P(|R, — .
(IRn —pl>€) < 7

[Mit f(p) = p-(1 —p) gewinnt man f'(p) = 1-p+p- (-1) = 1-2p und
Nullsetzen von f'(p) liefert p = . Wegen f”(p) = —2 < 0 liegt ein lokales
Maximum an der Stelle p = % vor, was f (-;—) = i— zur Folge hat.]

Im Grenzwert n — oo erkennen wir wegen
lim P(|[R,—p|>€)=0 Ve>0
n—o00

bzw.
nlirgxoP(an ~pl<e)=1 Ye>0

das ,Bernoullische Gesetz der grofien Zahlen.®

Bemerkung: Das Ergebnis bedeutet nicht lims_.co 7n = p, wobel 7 die Realisa-
tion der ZV R, bezeichnet. Abweichungen von r, um mehr als ¢ von p werden
mit wachsendem n immer unwahrscheinlicher, sind aber fiir endliches n nicht
unméglich. Dagegen wiirde limp .o ?n = P bedeuten, daB Ve > () dng € N
mit |r, — p| < € Vn > no. Diese Formulierung wiirde also Abweichungen um
mindestens ¢ ab einem gewissen Index ausschliefen, was aber nach dem eben
Berechneten und Gesagten nicht getan werden darf.
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Beispiel 3: Wie oft mufl mit einer idealen Miinze mindestens geworfen werden,
damit mil einer Wahrscheinlichkeit von wenigstens 0,95 die ZV der relativen
Hdufigkeit fiir Wappen (R,) von p = i— um hochstens a) 0,01 oder b) 0,001
abweichl?

Losung: Wir setzen in die eben erhaltene Formel

p-(1-p)
PR, — _
(180 =l > ¢) < 2
ein und bekommen
1 1
1 1
n— = <e) >1-
P(R 2_6)_1 Tre
a) € = 0,01: Es ergibt sich
1 ! > 0,95 d
4-n-0,012 =70
1
<
2 70012 < 0,05, woraus
1
> = .
n2 0.017.0,05 50000 folgt
b) € = 0,001: Analog schlieen wir n > 5000000. &

Beispiel J: Ein Bernoulli-Experiment werde n-mal durchgefihrt, das Ereignis
A mil P(A) = p = const. trete dabei k-mal auf (0 < k < n). Angenommen, p
ist nicht bekannt, wie ist dann auf Grund des Versuchsausgangs (i.e. von n-mal
st A k-mal eingelreten) der Parameter p zu ,schitzen“?
Ldsung: Es ist

n

P(X =k)= <k> Pk (L=-p)" 7",

wohei n und k als bekannt anzunehmen sind und p der gesuchte Parameter ist.
‘Wir lagen nun die Philosophie zu Grunde, dafl in der Welt das tatsdchlich ein-
sritt, was am wahrscheinlichsten ist. Also:

0= (3) 0= e,

f'ir welches p wird f(p) maximal? — Dazu bilden wir die erste Ableitung f'(p):

n

f(p) = Akl (L =p)" (i = k) (L= p) T (-1)
k
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Nullsetzen derselben liefert

kgt (L=p) T = g (n = k) (L= p)" !
k-(1=p)=p-(n—Fk)
k—kp=np—kp
k

p=—="Tn.
n

Um zu iiberpriifen, ob wir tatsichlich ein Maximum gefunden haben, kénnten
wir einfach f(rn) ausrechnen, dies ist aber sehr mithsam! Stattdessen betrach-
ten wir die Funktion g = In f, welche an der selben Stelle wie f thr Maximum
(wenn vorhanden) annimmt, denn der Logarithmus ist eine stetige, streng mo-
noton wachsende Funktion.

Einsetzen ergibt

n

g(p) =In (k) +k-lnp+(n—4k) In(l-p).

Wir leiten nun zweimal nach p ab und erhalten

1 1 k -k
g'(p):k-—+(n-—k)-—-——-(—1):—-—n bzw.
p —p p Ll-p
7(P) = = (= k) =z <O (n2H)
p)=—-———-(n—k)- n>k).
p? (1-p)°
Ergo ist p = £ = r, ein (lokales) Maximum.

Dies ist ein zweiter Hinweis dafiir (innerhalb unseres Modells), daB8 der theore-
tische Parameter p und die ZV R, in engem Zusammenhang stehen! &

3. Frage: Wie oft darf ich erwarten, dafl A ein-
treten wird (bei gegebenem n und p)?

Idee: Suche jenes k aus 0,...,n, fir welches P(X = k) mazimal wird.
Dazu zeigen wir die folgende Rekursionsformel

bk + 1 ;_/ n okl on—k-1 _
(+ )n)p)_Kk_l_l p q -

n—k

_ nl-(n—k):p ¢ 4 B (n—k)-p
D ECED “(k+1)-(1-p)"’(k’"’p)’

welche

b(k + 1,n,p) > b(k,n,p) <= (n—k)-p > (k+1)-(1-p)
np—kp 2 k—kp+1-p
k<np+p—-1 (%)
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bb(k.5.00 ' A b(k.5, 0,3 1bi%;5.05)
I [np]=[0,5]=0 [np] = [1,5] =1 [npl=’[2,5]=2
0.5} ast 051 [mp]+1=3
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r
05+ 05t
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Abbildung 2: Verteilung der Wahrscheiniichkeiten verschiedener Binomialver-
teilungen

mit sich bringt. Sei nun k* € {0,...,n} das gréBte k, fir das (x) gilt. (Ein
solches £* mit 0 < k* < n gibtes, danp+p—1 < nfiir p <1 ist. Ist dagegen
np+p—1<0,so ist das Mazimum bei £ = 0 zu finden.) |
Wir erhalten :

b(k* +1,n,p) > b(k*,n,p) und b(k*+2,n,p) < b(k™ +1,n,p).
Das Mazimum liegt also bei &* + 1, eventuell auch bei £*, wegen

k* +1 < np+ pund

(kn- + 1) +1> nP+P} sehen Wil‘, da (k“' + l) - [np] oder [np] +1 gllt

{m Falle von &* = np 4+ p — 1 ist das Maximum bei np+p — 1 und np+ p zu
finden (siehe auch Abbildung 2).

[np] < 1P, <[npl+1.

Jtheoretischer Mittelwert®
Jetrachten wir nun m Versuchsserien (pro Versuchsserie werden n Zufallsex-
nerimente durchgefiibrt). Die absolute Haufigkeit A des Eintretens von A ist
daan

h=ko-04+k-1+...4%,-n,
wenn &; (i = 0,...,n) die Anzahl der Versuchsserien bezeichnet, bei denen 4
i-mal eingetreten ist: Y [, ki = m.
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Fs 1st weilter

m
zO-P(X:O)—{-I-P(X:l)+...+n-P(X::n),

wobei T also das durchschnittliche Eintreten von A pro- Versuchsserie bedeutet.
Der zweile Ausdruck stellt eine theorelische Vorhersage des ersten dar.
Wir definieren diese theoretische Grdfie fur diskrete ZV X als Erwartungswert

von X:
E(X)[= p(X)) = )_zi- P(X =) .

Speziell fiir die Binomialverteilung ergibt sich

E(X)_-_zn:i. (’:) p(l=p)

i=0

s ,Zu FuB“ ausrechnen ergibt das Prophezeite:

E(X) =np- Z(’::;) i ,qn-i:np.nif(";l).pi.qn-l—j___
=np-[p+(1-p)"" =np.

e Eine zweite Moglichkeit wire: ‘Sei die ZV

. |1, wenn A beim i-ten Durchgang eintritt, und
X; = .
0 sonst (i =1,...,n).
Dann 1st
P(X;=1)=p=1-P(X;=0) und X=) Xi,
i=1
woraus

E(X;): l-p-l-o-(l—-p):
folgt und schliefilich

B(X) = (ZX):ZE(X;):i:pznp.

Es muf also gelten:

E(Xi+...4+Xn) = E(X1) + ...+ E(Xq) .
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BeweEls: Firn=21ist E(X +Y) =

— ZZ(Ii+yj)'P(X-_-fi)y':yj):
J 4 '

=S "w Y PX =z, Y=y)+) y-y P(X=z,Y=y)=
i j ] i
i J

Mit vollstindiger Induktion folgt das Gewiinschte. a
Es ist weiters F(aX) = a-E(X) Va € R, was insgesamt zeigt, daBl £(X)
[inear 1st.

BEWEIS:

E(aX)y=)5",ur;i - PlaX =az;)=a-) ;& - P(X =z;) =a-£(X) =&

Natiirlich ist E(a) = a VYu € R fest: E(a) =a- P(X =a) = a. q
S e’

=1
Fine dritte Moglichkeit ware: Es ist
(1+2)" =Z @ -

wegen des Binomischen Lehrsatzes; differenzieren wir nun links und rechts:

n- {1+ 'J:)n""l = Z (Z) A Z <Z> L

k=0 k=1

und erhalten so

y\! - M i : "":.
s uiNil0 10h

k=0 ) r ~
// - ~
| P (2}
o {\ — n) (L - p)
=1
5 ) o~ L
R (i o (1 --p)" =
L — \ L —p/
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o Fine vierte Moglichkeit wire mittels erzeugender Funktionen.
[Diese dienen zur Charakterisierung einer diskreten ZV (so wie die Vertei-
lungsfunktion).]
X besitze die Verteilung [i, P(X =1)],1=0,1,2,...

DEFINITION:
o0

Gx(x):::Zzi P(X=1i,z€R
=0
heit erzeugende Funktion Gx der 2V X.
Fir |z] <1 ist

|Gx(z)] < Z P(X=1)=1,

das heifit Gx ist fiir alle |z] < 1 jedenfalls erklart. Es ist
Gx(0) = P(X =0) und weiters wegen

Giy(z) =Y izt P(X =i) ist Gx(0)=P(X=1).
i=1
Nochmals differenzieren liefert

(@) =) i-(i-1)-2""2. P(X =1) und
1=2

“0)=2-2-1)-P(X=2)=2-P(X=2).

Allgemein ist

G()?)(O) =n!. P(X =n), jamehr noch:

Zi-P(X:i):E(X).

Gx(1)
N
linksseitige Ableitung

Das Problem ist nun die konkrete Berechnung (also das Finden einer ge-
schlossenen Darstellung) von Gx fiir eine spezielle ZV X, bel uns ist

Gx(z) = :‘:k () # -t

i} ; (:) (2p)* - (L=p)" T = (ap+1-p)" =

= Lp-(x—1)+1]" .
Damit erhalten wir wieder
@) =n-[p-(e=1)+1"""p

und
E(X)=GC%(1)=np.
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4. Frage: Wie stark ,,schwanken* die tatsich-

lichen Ergebnisse um den sie vorhersagenden
theoretischen Wert E(X)?

Zur Beantwortung dieser Irage nehmen wir Anleihen aus der beschreibenden
Statistik. [Wir wissen schon: T = E(X) ]
Folgende Streumafe kennen wir dort:

o die Spannweite T = Tmax — i

die Halbweite R = q3 — qy, wobel die ¢; die i-ten Quartile darstellen,

die mittlere lineare Abweichung dz = = -3 1 |z; — | und

[

die mittlere quadratische Abweichung oder empirische Varianz
2 1 n ) —\2
57 =5 iz (&8 —T)"

Fiir die letzten beiden gilt:

dy < d.Ve€R (mit M Median) und  s2<s2VeeR.

z

In diesem Sinne pafBt M ideal zu d und 7 zu s2. Wir entscheiden uns daher fiir
s?, also fiir das arithmetische Mittel der quadratischen Abweichungen von 7 !
Wir nehmen uns

T = m———z":l % E(X)

‘n
zum Vorbild und schlieflen analog

| s%_—:%.i(x;—f)zzE{[X—E(X)]z} .

Diesen eben hingeschriebenen Erwartungswert definieren wir als die Varianz
einer ZV X, sie ist eine theoretische Grofle, ein Parameter. Ausgeschrieben

lautet sie
>z — B P(X =)

fur eine diskrete ZV X und abgekiirzt wird sie mit
Var(X) = D*(X) = ¢*(X) .
1. Es gilt:
£{[X ~ BQOP} = B[X? =2 X - B(X)+ B(X)"] =

= BE(XY) -2 -E(X) E(X)+ E(X)? =
= E(X?) - E(X)* = D*(X) .
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Dies ist der Verschiebungssatz, welcher eine leichtere Berechnung von
D?(X) erlaubt. (Wir werden ihn zur Berechnung der Varianz einer bi-
nomialverteilten ZV verwenden.)

2. Folgerung:
E(X?) > E(X)? baw. VE(X?) > E(X) .
3. Abschdtzung fiir D*(X):

E[|X - E(X)[] £ D(X) = VDX(X) ,
was eine Verbindung zu dx = L - Y7, |z; — T| herstellt! (Siehe obigen
Analogieschluf!)
BEWEIS: Sei Y = |X — E(X)

was eingesetzt

eine ZV. Wie immer ist E(Y?) > E(Y)z,

E{1x - ECOP} 2 EIX - ECOI
zur Folge hat. Wurzelziehen links und rechts liefert die Behauptung. =W
4. D*(aX +b) = a*- D*(X) Va,b € R, denn:
D*(aX +b) = E{[aX +b— E(aX + b} =

= E{[ax+b-—-—a-E(X)_b12} =

= o E{[X - E(X)I'} =a?- DX(X) .
5. Die ZV ‘
X-EX) X-up

D(X) ~— ¢
heiBt ,Standardisierte ZV X* zu X “ mit

pay = £(E2) =L (- =2 [BX) - W =0

X* =

und

D¥(X*) = 02<X “):-1—-02()(—“):;1-.02(){):1.

6. Fiir D?(X +Y) berechnen wir erst [X +Y — E(X + 10
| TRICK!
=[X+Y -EX)- E(Y)]2 L
= {[X - ECOl+[Y - EY)’ =
= [X - EX)P+[Y - EY) +2-[X - EX))-[Y - E(Y)] =
= [X - E(X)PP +[Y = EQV" +
+2-[X-Y—E(X)-Y E(Y) X+ E(X)-EY)] .
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Mittels Erwartungswertbildung folgt:

DX +Y) = DY(X) + DY) +
+ 2. [B(X-Y) - E(X) E(Y) ~
- E(Y) E(X)+ E(X)-E(Y)] =
= D*(X)+ DY)+ 2 [E(X -Y) ~ E(X). E(Y)] .

Wenn X und Y unabhdingig voneinander sind, folgt:
D*(X)+ D*(Y) = D¥X +Y).

Wir sehen: Die Varianz ist dann additiv! Warum? — Nun:

Unabh.
LX-Y) = sziyj P(X =2,V =y;) =
J

= sziyj'P(‘X:ri)'P(Y:yJ‘):
:in-P(szi)'Zyj'P(Y:yj):
i J

= E(X)- E(Y) .

Mittels vollstindiger Induktion folgt fiir paarweise stochastisch unabhin-
qige ZV Xy, ..., X,

E(Xy ... Xa) = E(X1) ...  BE(X,) .

7. Tschebyscheffsche Ungleichung: Sei X eine beliebige (diskrete) ZV mit
E(X) =p € Rund D*(X) =0? € R, Dann gilt:

0.2

P(]X-Mza)g;z— Va € Rt |

BeEwEIs: Es ist

o2 > Z (zy — ,u)z P(X =) > Z a? . P(X = Tg), was

zk—nl2a |2k —u>a

Z > Z P(X = z) = P(|X = p| > a) zur Folge hat. |
— 4

>a

—

£

8. Oft findet man in Biichern:

l n

n—1 «

N e’ 1=1
71

(z; - T)° .

32:
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[Dabei stellt (zy,...,zn) eine einfache Stichprobe dar, das heift alle zu
den z; gehorenden ZV X; sind paarweise voneinander unabhidngig und
haben dieselbe Verteilungsfunktion.]

Warum? — Dazu fassen wir s? als Realisation der ZV

g2 — 1 _i(xi_-)?)z

n—
1 i=1

auf! Wir werden zeigen:

E (52) =a?,
man sagt: ,S? ist ein erwartungstreuer Schatzer fiir o2.¢

o X ist ein erwartungstreuer Schitzer fir u:

E(X)=E <§—:—%—)£-—> = %E (; X,-) =

1 1
= — E(X;) =—n-p=p
n < N—— n
1=1 .
=u Vi=l,..,

e Zu zeigen ist also E (5?) = ¢*: Wir beginnen dazu mit

n

(n—-1)-8*=) (X Zx -2 }:XX+nx

i=1 i=1

= Zxﬁ —2mX X +nX =Zx.-2_n7<'2 =
i=1 i=l1

- foxen o 5
ZX, - = ZX - ZX X =

i=1 i=1 i£j]

I

n

._”"1 3o Xt - - ZX X,

i=1 A7

Erwartungswertbildung zeigt uns schlieflich

(X:?) - % STE(X) - E(X) =

i£j

E((n-1)-5% =5

(Xi¥)-=n-(n-1)- p* und




. 1
E (5% = %—-ZE(,’Q?)—-#?:
t=1
___1_ g . 7.2 2 ___1 2 2
,.n-z:l \E(/\,V)—,uj =_—neot =g,

=D?*(X,)=0? ¥i=1,...,n
» Hingegen liefert S*2 = Loy (X - Y)2

n

(%) = 25 T -2 e

n n
) nﬂl.{l'ZE(‘\’zz)*”z} =i
n n i=1 n

wir sagen: ,S*? ist nur asymptotisch erwartungstreu!“

(Das heifit lim, oo £ (S*?) = 02.)

» Kennt man u und muf es daher nicht durch X schitzen, so ist

. 1
St == 3 (Ki— )’

erwartungstreu:

E (5;2) -

!
S|
&

:%E(Z/Y‘ -2 X; 'Lt-{-'uZ):
1=1
1 AN 1 - 1
:71.['7(2)\:2)_5 Q}LE( X,)-{—; o
1=1 =1 /
1 n
== Y EXH =2 pnoptpt=
i=1
:i.ig(xﬂ)_#?:l,i: E(X-2)— 2]
A i n L | xv /-l-/ =
=l = =o? Vi=i,...,n
L 2 2
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o 5,2 =L T (Xi — )" hingegen liefert:

: i 1 . 2 2|
E(Sﬂ) eben  n-—1 z_:l \E(X'l 1=
= =¢? Vi=1,...,n
_ 1 2 _ N 2
n—1 nee T n-1 7

S,? ist in diesem Fall nur asymptotisch erwartungstreu.

Nun wollen wir konkret die Varianz einer binomialverteilten ZV unter Verwen-

dung des Verschiebungssatzes berechnen:

D¥(X) = E (X?) - B(X)

Wir wissen schon: E(X) (np) = n2p?. Wir wenden uns also der Frage bzw.

dem Problem der Berechnung von E (X?) zu.

o ,Ju Fuff“:

E(X?) = iﬂ(?) pe(l=p) =

1=1 i=1

Den zweiten Ausdruck kennen wir schon: np. — Es bleibt:

- Tl! i n-—1i
Z;(i—m!-(n—i)!'p'(l‘p) =
‘_‘”'("‘1)'1’2‘2(?:22) P (=) =

=2
n~—2

=n-(n—1)'p2-§:<n;2>-p"-(l—p)”“z'fz

j=0
:n-(n—1)-p2-[p+(1—p)]”'2=n-(n—1)-p2.

Insgesamt erhalten wir
E (X?) =n-(n—-1)-p*+np.

Daraus folgt

:Zn:i.(i—n()p (1—p)“‘+z () (1-p)"".

£ (X?) = E(X)? = np* = np? + np—n*p? = np-(1—p) = npg = D
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» Die zweile Moglichkeit ist (siehe Frage 3 — Berechnung des Erwartungs-
wertes einer binomialverteilten ZV):
Sel X; wie oben (ebendort) definiert. Wir wissen bereits:
L(Xi)=pVi=1,...,n. — Weiters ist:
E(Xi*) =1 P(X;=1)+0* P(X; =0)=p und damit
D*(X;) = E(X:*) - E(X:)* =p-p"=p-(1—-p) =pq .
Weil X = Y0 | X; ist und die X; paarweise stochastisch unabhingig
vonelnander sind, gilt

D*(X) = D? (Z Xi) =Y D¥Xi) = > pg=npq.
1=1 =1 i=1

 Die dritle Moglichkeit entspricht der dritten bei der Berechnung von E(X):
Wir hatten dort

n-(l-i—z)"—l:i(;l) kgkl

k=1

Nochmals differenzieren liefert:

n-(n—1)-(1+z)"" % = Z (: k- (k—=1)-z"? und weiters
k=1

n

L) k(b —1)aF =

n-(n-—1 -(l+x"—2-x2_—'. -
(n=1)-(1+2) (

-_ n n 0 2 - k — n n . . k
= Z <k> k- z (k) k-z
E=1 k=1

>4

=n-z-(1+z)""! (siche oben)

Daraus folgt

Z(Z) k2L gk :n'(n—'1)'(1‘}':3)"—2':272-{-71-:1:-(1_}_x)“"l:
k=1

n-z-(l+x)"_2-[(n—-1)-x+(1+:c)]:
= n':z:-(l—}—z)n—g-(n-a:w—x—k1+x)r_:
=n.z-(14+2)"% (n-z+1).

Wir erhalten insgesamt

n.z.(l_*_x)n"z_(n.x—}-l):z(:)_/cz_l.k’

k=1
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woraus wir fiir die Varianz auf das altbekannte Ergebnis schlieen:

DYX) = N P (l=p)" =~ (np)’ =
}; (k>p P) (np)

n k
n 14 n
=) k" <k> ‘ (r_—;) (1=-p)" =n?p? =
k=0 N ,

T

n - n
:(l—p) 'Z<k>'k2'$k—n2p2=
k=0

n—2
n np P np 2.2
= (1- el — . 1] - -
(1-7) l-p <+l—p> (1—p+ ) "P

' ’ n—-2 —np =
l-p (1-p) 1-p

= np-(np—p+ 1) = n?p? = n?p? —np* + np - n?p* =
=np-(1-p)=npq.

=(1-p)"n

e Die vierte Moglichkeit verwendet wieder als wesentliches Hilfsmuttel er-
zeugende Funktionen. Wir hatten schon

Gx™)(0
P(X’=n) = ———-——n!( )
und
x(1) = E(X).
Ebenfalls sahen wir dort, dafl
Gx(z) = i-(i-1)-a* P(X =i)=
1i=2
[e e} ' [s.o] .
=Y.t P(X =)=y iR P(X =)

=2 ‘ i=2
ist.
Daraus erkennen wir

vy =Y P(X=i)-) i-P(X =i)=E(X*) - B(X),
i=1 i=1

und damit folgt:

D*(X) = E (X?) — E(X)? = G (1) + Gx(1) = [Gx (V] .
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Also:
Gx(z) =[p-(z—1)+1]
x(@)=n-p-lp-(z—1)+1]
X(z)=n-(n=1)-p* - [p-(z=1)+1]"7*

Einsetzen von ¢ = 1 fihrt zu
Gx (1)
D? (X)

n-(n 1)-p2, was letztlich
n-(n—1)-p* +np—n’p’ = np—np® = npq

|1

mit sich bringt.

Beispiel 5: Eine diskrete ZV X habe den Wertebereich {0,...,10}, den Erwar-
tungswert E(X) =5 und die Varianz D*(X) = 2,5

Schdtzen Sie P(|X — E(X)| > 3) ab! Wie dndert sich das Ergebnis, wenn wir
zusdlzlich annehmen, daff X binomialverteilt (Parameter?) ist?

Lésung: Die Tschebyschefl-Ungleichung fihrt uns zu

2,5

PUX ~-5>3) < —§-_0,27.

Unter der oben genannten zusitzlichen Annahme erhalten wir (mit den Para-
metern n = 10 und p = %)

PX =5|23)=P(X>8)+ P(X<2)

10 k 10~k 10—k

10 1 1

I ORO ORI RO ) -

k=3 k=

D9+ (2)+ ()22

2 L\ 0 10

( 10
1Y ¢ i
<5> (24204 90) = o5 1120, 11

MM,\

O

Wir schen: Die zusdtzliche [aformation ber die Verteilung von X verbes-
sort das Krgebnis betrdchtlich (hier: Faktor 0,4), das heifit Abweichungen von
£(X) konnen wesentlich kleinere Wahrscheinlichkeiten zugeordnet werden. Die
Tschebysche[f-Ungleichung geht vomn schlechtesten Fall aus, daher geniigen auch
die schwachen Voraussetzungen ebendort. O
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Deispiel 6: DBei einem ,Multiple-Choice-Test“ sind /8 Fragen zu beaniworten,
wobet zu jeder Frage dret Antwortmdglichkeiten angeboten werden, wovon nur
eine richlig ist. Wie viele richlige Anlworten werden erwarlungsgemdfl erraten,
und wie stark schwankt diese Zahl?

Losung: Sei X die ZV, welche die Anzahl der richtig geratenen Antworten be-
schreibt. Dann ist X binomialverteilt mit den Parametern p = % und n = 18.
Wir erhalten daraus

1
E(X):np:lS-—j:ﬁ und DZ(X)=npq:6-§:4,

woraus D(X) = 2 folgt.
Wenn wir uns
E(lX - E(X)]] £ D(X)

vor Augen halten, ist z > 8 oder x < 4, das heift z € {0,...,3,9,...,18}, nicht
zu erwarten! (Dabei ist z die Realisation von X.) Was heifit das?

Nun: P(X <4)+P(X>8)=1-PA4<X<8)=

3 k 18—k
Z 18 1 2
k=4 k 3 3
Also wird in rund 20% aller Fille z < 4 oder = > 8 sein, in rund 80% der Fille
ist ¢ € [E(X) — D(X), E(X) + D(X)] = [4,8]. o

5. Frage: Haben die ,Tschebyscheff-Ungleichung®
und das ,Bernoullische Gesetz der grofien Zahlen® et-
was miteinander zu tun?

Wir erinnern uns an

lim P(|R, —p| <e)=1 Ve >0 (Bernoulli)

und an | )
P(|X —p|l>a) < % Va € Rt (Tschebyscheff).
Es ist
X
Rp=—.
n
Damit folgt
1 _
E(R,) = E<—)£> == E(X)= %-np:p und
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Tschebyscheff ergibt nun speziell

21

a? - n
——r

—0 fiir n—o0

P(|[Rn—p[24a) <

Woraus wir

lim P(|R,~p|>a)=0 und

n—oQ

lim P(|R, —p| <a) =1 schlieffen.

n—0Q
Dic letzte Zeile gilt erst recht fiir ,<“, wenn wir nun ,a* (€ R*) durch ,&“ (> 0)
ersetzen, steht Bernoulli vor uns!

6. Frage

Die eingangs vorgestellte Situation, die uns auf die Binomialverteilung brachte,
kann mit dem Ziehen aus einer Urne mit Zurtlicklegen verglichen werden: Es
seien N Kugeln in der Urne, davon M weifle, so dafl M =pist,und N - M
schwarze. Das Ziehen einer weilen Kugel entsprxcht dann dem Eintreten von
A. Es werde n-mal gezogen. X beschreibe die Anzahl der gezogenen weiflen
Kugeln. Dann ist X binomialverteillt mit den Parametern n und p = %—,{- —

Nun die Frage: Wie stellt sich die Situation beim Ziehen ohne Zuriicklegen dar?
Gesucht ist also P(Y = k) mit 0 < & < min{n, M}. (Y zahle — in dieser neuen
Situation — die gezogenen weiflen Kugeln.) Es ist
M N—-M
(k ) ' (jn—k )
N
(%)

Man sagt: , Y ist ,hypergeomelrisch’ verteilt.”

P(Y =k) = 0<k <min{n, M} .

Bemerkung: Die hypergeometrische Verteillung ist — in mathematischer Hin-

sicht — schwierig zu behandeln:
( ") =np M -
NS mit p = : ohne Bewels.
(Y) =Pl NoT }
Gy(z) =
Die hypergeometrische Verteilung an sich ist nicht unser Thema, jedoch ihre
Jezichung sur Binomialverteilunyg:
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P(weiBe Kugel gezogen —

mit Zurticklegen)

P(weiBle Kugel gezogen —

ohne Zurticklegen)

1. Zug -}v’— i‘b—’
.[}/_[_ A‘r[ A“[-—l
2. Zug p ~—7 oder =t
r M M M-=2
3. Zug o V=3 oder oder =

Idee: Fiir grofies NV stimmen die Wahrschemhchkexten in der linken Spalte mit
jenen in der rechten (fast) tiberein, wenn n nicht zu groB wird.

Tatsdchlich gilt:

. Ly n k n—k . _ A'I
NIEnOQP(Y_L)— <k>-p (1 ~p) mit p = N (n fest) .
BEWEIS:
M\ (N—M MM =1)(M~k+1) (N=M)-..(N=M=n+k+1)
i (k)( n-k/ _ y; 1.2k ' 1...(n—k) _
New (V) N N(N-1)(N-ntl) =
n 1:2-....n

= Lk n
—Niinoo k

k Faktoren (n — k) Faktoren

M- (M—1)-... (M—k+1)-(N-M)-...-(N=M—=n+k+1) _
N(N-1)-....(N=n+1) =
nFa.kT;oren
= lim ).
—NLoo k
Moo b)) () (M eskel)

p* - (1—p)" 7. E

t M

Fiir grofe N gilt also mit 4 = p die Ndherungsformel
n—k

~ n ko Nk
(N) ~ (k) p-(1-p)
n
(Faustregel: N > 60 und N > 10n).

Bemerkungen:

(M) . (N—M

1. Dies ist in der Wahrscheinlichkeitsrechnung allgemein so: Jeder Grenz-
wertsatz bringt eine Approzimalionsaussage mit sich, die von praktischer

Bedeutung 1st.




- 83 -
2. Auch die Parameter gehen ineinander iber:

E(Y) = np= E(X) und

Beispiel 7: Eine Lieferung von 100 Dioden enthalle genau vier fehlerhafle. Aus
der Lieferung werden zufdllig finf Dioden enlnommen. Wie grofl ist die Wahr-
scheinlichkeit, 0, 1, 2, 3, 4 oder § fehlerhafte zu entdecken?

Lésung:

a) Sei Y jene ZV, die die Anzahl der fehlerhaften Stiicke beschreibt. Dann
ist Y hypergeometrisch verteilt! — Wir erhalten:

4y (96
P(Y =0) = G- (5) _ 0,811875116 ,

(100)
5
4\ (96
P(Y =1) = (_1210_54.1 = 0,17649459 ,
9
4y (96
P(Y=2)= 6 -(5) =0,011386743 ,
(100)
5
G ()
P(Y =3) = -é‘-(ﬁﬁ)?— = 0,000242271 ,
5
(&) C7)
P(Y =4) = L(m)l_ =1,275112-107° und
5
P(Y=5)=0

b) Wegen N = 100 > 60 und N = 100 > 10n = 50 kénnen wir die Approzi-
mation durch die Binomialverteilung wagen! Die Parameter ergeben sich
zun=5und p= 1a5 = 35. — Wir berechnen fir k =0,...,4:

P(Y =0) =

(o) ' 25
1 4
24
P(Y =1) = (?) : (2}5) - (53> =0, 169869312 ,
5 1\? /24\°
P(Y=2)~ (2) : (55> : (.‘T) =0,014155776 ,
5 1\ 724\?
P(Y =3) = (3> : (5-5-) : (-2—-> = 0,000589824 und
+4 1
92
P(Y =4) ~ (i) : (5%) (%) =1,2288.1075 .
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Wir bemerken, daB fiir kleine & die Ergebnisse aus a) und b) gut iberein-
stimmen (k = 0,1, 2), fiir groBe k hingegen nicht mehr (k =3,4).

Der Grund hiefiic ist folgender: Die Wahrscheinlichkeit, eine schlechte
Diode zu erwischen, wenn man wei, daB schon zwei schlechte gezogen

worden sind, ist -9%, 52? oder g‘%, in jedem Fall ungefihr 0,02. Vergleiche
dagegen p = 5z = 0,04! O

7. Frage: Wie ist die Summe zweier binomial-
verteilter ZV X; und X, verteilt?

Die Frage ist nur dann sinnvoll zu beantworten, wenn wir die beiden ,zweiten®
Parameter p; und p; gleichsetzen: py = pa2 = p.

SATZ: Sei X; binomialverteilt mit den Parametern n; und p, X2 sel binomi-
alverteilt mit den Parametern n, und p, und seien X; und X3 stochastisch
unabhingig voneinander, dann ist X = X + X, wieder binomialverteilt mit
den Parametern n; + n, und p.

BEWEIS:

e Die miithsame Variante konstatiert zuerst:

X hat den Wertebereich {0,...,n1 + na}. SchlieBlich berechnen wir

S P =i Xa=])=
14 o=k
0Li(j)&n1(n2)

> P(Xy=i)-P(X2 =)=

I

P(X = k)

iyj=k
k
=2 (n.l) p(1=p)™ (kn2 ) P =) T =
1=0 t —
¢ n n
n -k 1 2
=pk-(1-p)" ™™ Z(z> ' (k—i)
=0

1
~ o

nach dem folgenden

LEMMA:




DBEWEIS:
nutna ny+n
((l + [)n‘+"'7 — Z ( i AI °> k bn1+ﬂ3"k
k=0
(a +b) . (a + 1)) — (711) _ai ,bnl—i _ Z <Tl1.> . aj N ST S R
; (! . J
1=0 71=0
_ Z <n.1> . <n.2> @it pritna=(it)
1 J
1=0 3=0
Koefhizientenvergleich: Sei i+j = k. Dann folgt die Behauptung. a

Bemerkung: Wir haben hier zwei Funktionen ,gefaltet®.

» Die leichte Variante (aber viel Theorie!) arbeitet mit Hilfe von erzeugen-
den Funktionen: Es gilt (ohne Beweis) unter gewissen Voraussetzungen:

Gxer ()= Gx(t)-Gr(t) .
Damit bekommen wir wegen

Gx,(t) =[p-t-1+ 1]”1 und Gyx,(t) =[p- (t— 1) + 1]"2
G,\H—z\ ( ) le(t) ze(t) [P . (t _ 1) + 1]nx+nz '

Dies ist die erzeugende Funktion einer binomialverteilten ZV mit den Pa-
rametern ny + ng und p. Da

X=Y < Gx =Gy
gilt, ist alles gezeigt. k |

Beispicl 8 (Fortsetzung von Beispiel 6): Nicht einer, sondern vier solche Tests
sollen bearbeitel werden. Dieselben Fragen und Voraussetzungen wie bei Bei-
spiel 6!

Lésung: Die ZV Y zahle die bei den vier Tests richtig erratenen Antworten. Es
ist

Y = Xl -+ ](2 + )(.3 +X4 )

wobel die 2V X (1 =1,...,4) die richtig erratenen Antworten beim i-ten Test,
zihlen. Die X sind daher alle binomialverteilt mit den Parametern n = 18 und

1

I

Na h dom soeben bewiesenen Satz liber die Verteilung der Summe binomialver-
teilt n,r ZV wt Y ebenfalls binomialverteilt mit den Parametern n = 4 - 18 und

p = . Damit ist

2
= 24 und D*(Y) = 24 . 7 =16,

1,

E(Y)=4-13

o) —

woraus D(Y) = 4 folgt.
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Man konnte natiirlich auch so argumentieren: Die Gesamtanzahl der zu beant-
wortenden Fragen betrigt n = 4 - 18 = 72. Die Wahrscheinlichkeit, bei einer
Frage die richtige Antwort zu erraten, ist p = 5. Y (wie eben definiert) ist daher

binomialverteilt mit den Parametern n = 72 und p = 313- Dies liefert uns

1
E(Y) =np=72~§ = 24 und Dz(Y):npq=24-§: 16 ,
was wieder D(Y) = 4 zur Folge hat.

Im Lichte dieses Beispiels erscheint uns nun der Satz iiber die Verteilung der
Summe zweier binomialverteilter ZV ganz klar! O

Beispiel 9 (Fortsetzung von Beispiel 8): Ein zweiter Test kommi zu den vie-
ren (jelzt als ein Gesamttest aufgefaft) hinzu: 36 Fragen mil je zwei Anl-
wortméglichkeiten. Dieselben Fragen und Voraussetzungen wie bei Beispiel 6

fur
a) den zweilen Test alleine und
b) fir ersten (bestehend aus vier Teilen) und zweilen Test!
Losung:
a) Die ZV Z zihle die richtig erratenen Antworten, folglich ist Z binomial-
verteilt mit den Parametern n = 36 und p = -;- Wir erhalten so

=18undD2(Z)=18-%=9,

E(Z) =36

was D(Z) = 3 impliziert.

b) Nun stellt sich die Frage: Wie ist Y + Z verteilt? Da fir ¥ p = % ist
und fiir Z p = 1, ist der eben zitierte Satz liber die Verteilung der Summe
zweier binomialverteilter ZV nicht anwendbar!

Aber: gesucht ist ja nur E(Y + Z) und D*(Y + Z)! Die kénnen wir
berechnen:

E(Y +2Z) = E(Y)+ E(Z)=24+18=42 und
DY +Z) = DX(Y) + D*(2)=16+9 =25,

somit ist D(Y + Z) = 5.

Voraussetzung dabei ist nur, daB die ZV Y und Z (so wie auch schon X7,
X,, X3 und X4 bei Beispiel 8) (paarweise) stochastisch unabhdngig sind.
Letztlich miissen die einzelnen Beantwortungen voneinander unabhéngig
sein, ansonsten ist ja von Anfang an keine Binomialverteilung gegeben. &
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3. Frage
Wir haben die Binomialverteilung u.a. als bestimmten Grenzwert der hypergeo-

metrischen Verteilung kennengelernt. Strebt auch die Binomialverteilung selbst
— unter gewissen Bedingungen — gegen eine andere — diskrete — Verteilung?

Wir betrachten folgenden Spezialfall: grofies n und kleines p so, daf

limn-p=XeRt

n—+0Q

gilt (also p — 0 fir n — o0).

lim P(,X = /c) = lim <n> 'pk . (l —-p)n_k =
ietiod s \k

I n! A\ * A\ "F
"nL“&k!.(n—k)!'(Z) '(1‘E> B

EEC n-(n—l)-...-(n—lc-l—l)_<1_§_>n_<1_ﬁ>—k:

k! n—co n-n-...-n

n n
k k n \ -~k
:L-lim 1 1—}- l——-i-—l- . 1«—i N ) R =
k! n—ooo n n n n n
Ak Y
:—k-"!"'e

Dies gibt Anlafl zu folgender DEFINITION: Eine diskrete ZV Z heifit Poisson-
verteill mit dem Parameter A € R*, wenn

k
P(ZZ/C)—L'G_)‘

= 7] (k=0,1,2,...)

gilt.
Damit haben wir auch folgende Approzimationsaussage in der Tasche:
- Ak :
(:) pF - (1=p)" kz—k—!--e')‘ mit A=n-p,
wenn n grof und p klein ist (Faustregel: p < 0,05 und n > 10 oder p < 0,1 und
n > 50).
Die Poisson-Verteilung heiBt daher auch ,Verteilung der seltenen Lreignisse.”

Jwei Bemerkungen:

» Der Erwartungswert und die Varianz von Z ergeben sich so:

. i o yi-1
E(Z):Zi«é—'e"\:)\-z : e =X.e*- e =) und

1=0 i=1




1=0
oo /\,' 5 o0 Ai 5
::?;Zz (i—1) ﬁ--e +;2 E e N =

Daraus erhalten wir schlieflich
DAZ)=E(Z) —E@Z)} =N +A-)M=]).
Diese Ergebnisse sind nicht iiberraschend, wenn WIr
E(X) = np —n—e A= E(Z) und
D*X)=npg=np: ——noe  A-1=X=D*Z) beachten.
(X) = npg = np qp_’oﬁ = (2)

Selbstverstindlich ist durch obige Definition auch eine Verteilung gegeben:

(o)

iP(Z:i):Z%;.e—'\:e_'\~§:%i-:c—'\-e)'=1.
i=0 ) i=0

1=0

Obige Grenzwertbetrachtung kann auch mittels erzeugender Funkiionen
durchgefiihrt werden:

G - — i N “A =X = ()‘“’)i — =X Az __  A(z=-1)
Z(w)—zz--i—l--e =e Z =T =e :
— !

: A "
i Gx(e) = Jim - (= D+ 1 = Jim [2- e = +1] =
nep—2 nep—A n—+oo

= lim [1 + i‘.__(_‘%'_'_l)_] =MD = Gy() .

n-—00

Es gilt nimlich (okhne Beweis) folgender

SaTz: Eine Folge von diskreten Verteilungen (Pn(k),k=0,1,2,.. .) kon-
vergiert genau dann ,schwach® gegen die diskrete Verteilung P(k) [das
heiBt liMn_oo Pn(k) = P(k) Vk], wenn die Folge der entsprechenden er-
zeugenden Funktionen Gn(z) gleichmdfig in jedem Kreis (wir betrachten
jetzt die erzeugenden Funktionen auf ganz C) {z mit |z| < r < 1} gegen
die erzeugende Funktion G(z) von P(k) konvergiert: nlLrgo Ga(z) = G(x).
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Bewspicl 10: 2% der Bevdlkerung seien Alkoholiker. Man berechne die Wa;’zr-

scheinlichkeit dafir, daf unter 100 zufdllig ausgewdhlten Personen mindestens

dreir Alkoholiker sind!

Lésung:

a) Die ZV X zahle die Alkoholiker in der Stichprobe. Dann ist X binomial-
verteilt mit den Parametern n = 100 und p = 0,02. Daraus folgt:

P(X>3)=1-P(X<2)=1-P(X=0)-

- PX=1)-PX=2=1- (180> -0,02%.0,98190
10
— ( 10) .0,02! . 0,98% — <1go> -0,02%.0,98% = 0,323314378 .

b) Wegen n = 100 > 10 und p = 0,02 < 0,05 konnen wir die Poisson-
Verteilung zur Approrimation heranziehen. Mit A = np = 2 ist

2l 22
P(Xg:;):1—P(X_<_2)z1—e-2-<1+ﬁ+§):

=1-5.¢"2=0,323323584 ,

worin wir grofle Ubereinstimmung mit a) erkennen. O
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